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一 类 概 率指标 动态 规 划 模 型

孙明轩 陈阳泉
(计算机控 制教研 室 )

摘 要

本文提 出 了一个以轧 气转炉炼钢拉制过程 为工程甘景的随 机 控 制 模型
。

给 出

了它的动态规划方程
。

付于一类 简单情形
,

其最优 策略可通过求解一非线性方程组

得到
。

关键词
: 动态规划

,

随机控制
。

1 模型

工业生产中的某些最优控制过程
,

可 以归结为具有概率指标 的随机控制问题
。

例如
,

冶

金工业中的转炉炼钢过程〔“
, ` ’ ,

熔炼目的是
,

使冶炼终了时钢水的温度和含碳量等
,

同时达

到钢种所要求的指标范围
。

氧气转炉需在几十分钟内完成造渣
、

脱硫
、

脱磷
、

脱碳
、

去除非金

属夹杂及升温等基本任务
。

冶炼机理复杂
。

整个冶炼过程属于高温操作
,

连续测温困难
。

影

响钢水终温和终碳的随机因素很多
,

诸如吹炼时间
、

枪位
、

氧气压力流量
、

副料
、

间隙时间

以及炉衬变化等
。

因此
,

为了提高终点命中率
,

生产现场便采用副枪进行动态测试的生产工

艺
。

在吹炼开始时
,

根据铁水成份
、

温度及要求的钢水终碳终温
,

控制吹氧时间和副料加入

量 , 吹炼后期降下副枪
,

测量钢水含碳量和温度
。

若主吹未命中
,

则根据副枪获得的信息
,

控制补吹时间和副料加入量
,

保证钢水达到钢种要求
。

实际上
,

上述是这样一类控制问题
:

受控过程按段演变
,

在每一段对于受控过程所施加的控制
,

应使得过程尽可能地命中所希望

的 目标区域 (我们称之为靶集 )
。

在本文中
,

假设这类受控过程的状态只可能处 于 两 类 区
.

域
:
一为正常的状态 区域 B

,

状态进入此域可继续转移 , 另一为希望命中的区域 A
,

状态一

旦进入此域
,

过程就停止转移
。

我们给出上述问题的模型
〔`〕
如下

受控过程的状态转移律

x 、 + i = f
、

( x
、 , ” 、 ,

w
*

) k 一 。 , z ,
4

二 ,

刃 一 i ( z )

1公翻 8一 1 2一 1 4 收到
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其中
,

状态 x
、
任从

,

控制 材。
任 C

、 ; 当 u 、

受到约束时
,

对于所有 工 。
任 S

。 , u 。
任 U

:

(气 ) 泣 C
、 ,

U
`

(x
、

)是第 k 段允许控制集
。

随机干扰 w 、
任D

k ,

其分布函数只依赖于截
,

叽
,

而与以前的

干扰功
、 一 1 , 。 、 一 : , … , 。 。

无关
。

初态 x
。
任S

。

的概率分布 F ( x 。
)给定

.

该受控过程在第 ` 段的停止条件是 x
`
任月

.

一般地
,

s
。

n A 二 功
.

这是因为当 x 。
任 A 时

,

不需要对过程施加控制
。

容易看出
,

受控过程的状态具有无后效性
。

即

F ( x
七

!戈
一 , ,

戈
一 2 , … ,

两 ) = F ( x
、

1戈
一 1 ) ( 2 )

指标函数

J 、 二 习尸
,

( x
。
任S

。 ,
x

l

任 B
,

x
:

任 B
, … ,

x
、 一 1任 B

, 二:

任 A )
k 二 1

( 3 )

这时问题归结为在允许控制集中
,

寻找一允许控制策略 {t, ; ( x 。 )
,

t, 拭 xl )
,

…
, 公二

一 、
( x 二 一 :

) }

最大化 J
, .

为叙述方便
,

文 中称 由 J
,

构成的问题为 P S D P
.

历程N 为有限数
。

氧气转炉炼钢中 N 二 2
.

炉长以一次补吹命中的百分数作为命中率
`

的

衡量标准
,

这一数值被称为终点命中率
。

N 具体取多少应视实际情况而定
。

通常
,

生产过程

在一定段数的控制作用之后
,

不命中的概率已很小
。

例如对于 P S D P
,

记

q。

些 P
,

( x
。
任 S

。 ,
x 工任 B

, x :
任B

, … ,
x

、
任B )

Q
、 一 1

全 P
,

( x
。 〔 B l x 卜 1 任 B )

则有
无

。 左一 。 , ,

毛I Q ( 4 )

泅此
, 1i m

k、 。
叮、 = O

。

这说明当 k o co 时
,

过程终点状态必然命中
。

国外曾有人建立了转炉冶炼过程中钢水温度和含碳量的离散状态方程
,

并提出用动态规

划方法求解最优控制
。

文献 〔 2 〕以及文献〔 5 〕
,

〔 6 〕
,

分别深入地研究了以马尔可夫链和随机

微分方程描述的概率指标 的命中控制问题
。

木文试图借鉴前人的工作
,

为实际应用做些初步

泊勺理论准备
。

2 求解公式

首先
,

、

应用动态规划方法给出 I
,

S D P 的求解公式
,

即动态规划基本方程
。

下面先 引 入

要用到的一些结果
。

引理 1 假设对于 x 任S
, , 任 U

,

f
:

5 x U 、 尸 ,

f ( x
,

哟 关于 , 存在最大值 f( `
, ” 替

)
,

关于
工 在 A二 S 上可积

,

则有

筑箭J
△

, ( X
, 封 , d / 一

{
△

咒
x f ` x , 材 , d二

( 5 )

证 对于所有的容许控制 材 ,

我们有

从而

f ( x
, ,` , ( f ( x

, “ ” 一

:ln
x

f ( x
, , , ,

I
么

` ( X
, 材 ) d X 、

I
。
了( X

, U ·
) d X
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将上式左边关于所有的容许控制取最大值
,

得

n l a X

u ( x )
. f ( x

,
“ ) d二 、 { f (二

, 。 ·

) d无 ( 6 )

因为 u 朴

也是容许控制
,
所以有

I
△

, ( X
, U ·

) d X 、

湍工了
( X

, U , d X

( 7 》

结合 ( 6 ) 和 ( 7 ) 式
,

得证
。

引理 2 假设 X
,

Y 为随机变量
,

对于随机事件 A
,

B
,

有

p
,

( X 。 “ ,
y o B , 一

J
, p

,

(犷 : “ ! X = X ) d F (二 )

其中 F x( ) 为 X 的分布函数
。

证明由条件概率的定义易得
。

引理 3 P S D P 的指标函数满足递推公式

犷
·
`x

·
, 一 p

·

` X 、
一 任 A , x ·

, +

)厂
、 + 1

( x
。 + : ) d F (汽

+ :
lx

:

)

k = 0 , 1

犷刃
( x 二 ) = 0

证 由引理 2 和状态的无后效性
,

有

N 一 1

J , = 艺 丸 ( x 。
任 S

。 ,
x l 任B

, x :

任 B
,

…
,

戈
一 : 任 B , x

、

任 A )

一

J
: 。

{
,

,

( X 土 。 “ }X 。
, +

I
,

[
,

,

( X
Z

。 “ `X l

, + … +

!
,

(
,

·

` X

一 任 A , X

一 ,

+

J
, ,

,

( X · 。 “ }X

一 ) d F ( X

一 ! X

一 ,

)
d F (、 一 }X N一 ) …」d F ( X】

}x
。 )

}
d F (二 》

我们定义

犷
*

( x
、

) = P
r

( x
、 + : 任 A lx

、
)

+

I
二

「
p

:

(戈 +2 。 “ !戈 +1 , + 二

可
,

(
p

,

(寿一 任“ ,寿一 ,

+

I
。 ,

,

( x · 。 “ ,。 一 , d F ( x ! 一 ,x 刀一 ,

)
d F ( x 指一 }x ! 一 , 一

了
d F (二

: 一 }
、

x ·
)

由此定义易得结论
。

命题 1 对于 P S D P
,

{ u 石( x
。

)
, u 夏( x

是它满足方程

“ 异
一 ,

( x卜
:

) } 为最优策略的充分必要条件
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J
*

( x *
) “

n l a X

u 、
( x

*
)万

,
,

(二
: 十 ,

。 , l二
`

) +

(
_

,
* + , (二

* + :
) d F (二

、 + ,

一x `
)飞

、 J B ,

( 8 )

价 众= 0 , 1 , … ,

N 一 1

J 刀 ( x 万 ) = 0

证 只须对子过程 队
,

N 习作出证明
,

其余可 以类推
。

先证 必 要 性
,

设 P ( k
,

N ) 为

kL
,

N 〕上的策略
,

由引理 1及引理 3 ,

得

〔口 a X n l a X 」1 1 a X

P (无 , 万 )
厂

,

( x
、

) =
u 、

( x
、
)广

《。 * , , 万 )不
,

,

( x * 、 , 。 , }叭卜
`

l
_

二
: 十 ;

( x * + :
) d F ( x 、 + :

! x *

)下

1 l l a X

u 、 ( x *
)
万,

,

( x
、 + :

: 且 lx ;

卜 l
_

、 J 刀

n l a X

P (* + , , 刃 )

:
: 、 :

( x
* 十 ,

) d F ( x 、 一 ! x ·
,

}

我们定义 J
、

( x *
) =

n l a X

P ( ; , 邓 )
犷

、
( x

、
)

,

则得 ( 8 ) 式
。

充分性
。

任选容许策略 P k(
,

N )
,

有

“: ( x ·
) 一 ,

,

( X
一 。 A }X

无
, +

{
, V一 ( X

一 ) d F ( x 一 }x
·

)

二 ,
,

.

(二
、
一 。 A 一 ) +

丁
1】l a X

刀 P ( + i , 刀 )
犷

。 + 1 ( x
、 + 1

) d F ( x
、 十 1

}x
*

)

1l l a X n l a X

u 、
( x

、
)
( ,

,

( x
、 + ,

任、 一x
、

卜 {
P ( 、 + i , 刃 )

犷一 ` x一 , d F` x 、
一 l x

、
,

)

由于 八
, , 二 ) 的任意性

,

而 `
; , 二 ) 又满足 ( 8 ) 式

,

故得 证
。

在推证命题 1的过程中
,

对于靶集 A 和 w
、
的分布形式未做特别假定

,

因此命题 1的适

用范围是较广泛的
。

这时求解方程 ( 8 )
,

一般是无法得到解析解的
。

这些公式 的 数 值 计

算可以按动态规划的常规算法在计算机上进行
。

但是
,

从实际问题出发
,

可将原问题简化进

而得到较简单的 (甚至得到易于进行实时控制的 ) 求解公式
,

而简化后的问题又具有较大的

实际适应范围
。

这些在第 3 节中讨论
。

户

3 简单情形

我们考虑状态转移律为

x
* + ; = f

*
( x

、 , u 、
) + z刃、 ,

点二 0 , 1
,

… ,

N 一 l ( 9 )

“ :

无约束
,

w
、

的分布与 x
、 , “ 、

无关
,

并且靶集为如下的偏差带
,

通常的工业生产过程的指

标要求具有这种形式

A 全 { x l
a 基 x 基 b } ( 10 )

其中
, a

为向量 x 的下限向量
,
·

b 为上限向量
。
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命题 2 考虑满足上述条件的 P S D P
,

对于固定的 k
,

如果指林函数

丸 a( 鉴丸+1 鉴` !戈 )
` 、

( 1 1 )

当 f
`

(二
、 , “ 、

) 二 f 丈时达到最大值
,

那么 P S D P 的最优策略可通过求解下述方程组得到

f
、

( x
、 , u 丈 ( x

、
) ) = f 丈

,

k = o
,

1
,

…
,

N 一 1 ( 1 2 )

证 对于方程 ( 8 )
,

考查 k 二 N 一 1 时

J ! 一 ( x H一 , =

默丁
p

·

` a “ x 二基 “
X万

一 1

由假设知 f N一 1 二 ,备
一 1

时
,

J N 一 1 ( x 二
一 :

)达到最大值
,

且它 与 x 二
一 ,无关

。

k 二 ` 时
,

有

J
`

( x 艺
) 二 J

` + 1 (二
￡+ 士 ) +

(卜
J
` * 1 ( x , + 1 )

)(贯
` ,

,

( a 二 x 。一 二 b Ix
`

,

)

由假设及逆向递推可证得结论
。

注 1 命题 2未指出 切
、

服从分布的形式
。

注 2 由该命题知
,

这时的 P S D P 的最优策略可以通过两步求得
:

①求解 ( 1 1) 式问题

的 心
; ②求解 ( 1 2) 式非线性方程组

。

这 比求解方程 ( 8 )所占机时少得多
,

并且不占内存
。

这时的控制问题是一系列静态最优化问题
,

从动态角度考虑并未使受控过程得到改善
。

这是

原问题的一种退化情形
。

该结论反映了通常人脑对单历程针寸的思维方式
,

即使得受控过程

瞄准靶心
,

然后施加控制的方法
。

注 3 对于线性系统

f 、
( x 、 ,

王̀ 、
) 二 A

。
x

、 + B
; u 、

最优控制应满足

B
* “ 、 二 f 丈 一 A

、
x

、

其中
,

嵘 为可离线确定的常向量
。

注 4 对于一维情形的几类概率分布
,
求得的 f

,

见表 1 。

对于复杂的概率分布通
一

过计

算机寻优可求出 了
.

的数值解
。

表 1 一维 f
.

值

切 的密度函数

c
一

J
c 戈 x 气 J

其 它

a 一` 《 f
* ` b

一

d
0

c
< d

,

常数

了

厂l
一一苏P

{
劣夕 O

p (二 〕 ` 了
* = a

劣 < 0

— 一一一一 一 一竺生赏丝_

{x
一

川

叶一
2

目

*
、

_ l , 几
」产气名 J

一 丁 不 ,

Z人

之> 。
,

产
,

常数
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推论 在命题 2的条件下
,

如果 功
* 〔 R

”

服从正态分布 N (产
: ,

“ )
,

则有

f 丈 =
。 + b

2
一 产:

证 考查下述指标函数的最大化问题

?mr
` , 二

}
七 J

一 I北

“ 一 , 介

p ( x ) d x ( 1 3)

其中 P ( x ) =

叮:

{
` “么

2

(二 一 二*
)一、 1

( x 一 ; ·
,

}一
r、̀

PXe

产 .
为 ”

称矩阵
,

维列向量
, 『:

为
n X 。

正定对称矩阵
。

则存在非奇异矩阵 L
,

使 cr * = L , L
.

我们应用矩阵论中的一个结果
:
若 “ 是正定对

对 ( 1 3 )式作线性变换

u 二
L

一 ’ ( x 一凡 )

该变换的雅可比行列式为 } lL = }`
。

}
`“ 、

力 l a X

f 。

一 `
( 6 一 f

、

一 1 ( a 一 f
。

1

( 2兀 )
几 /“

e x p了
一 工 , T , 、 d ,

\ 2 /

对 J 关于

〔 1 〕

L Z 〕

[ 3 〕

[ 4 」

〔 5 〕

L 6 〕

f
:

求偏导并令其为零
,

可证得结论
。
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